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Medellpiesley)
Modellproblem
Poisson-Gleichung mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen

—Au = f in Q,
u = 0 auf 092

fiir ein Gebiet Q C R™ mit glattem Rand.

o0

Schwache Formulierung: / gradu - gradv dx = / fvdx Vv H(Q)
Q Q

Allgemeines Variationsproblem:  a(u,v) =A(v) VveH
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i Ritz-Galerkin-Ansatz

Ritz-Galerkin-Ansatz
Niherung in Vi, =span{b; : i € K,|K| < oo} CH}Q) — un=> cb;

ieK
a(uh, bk) = )\(bk) Vk € K
> [ gradb; -gradbcdx ¢; = / f by dx Vke K
ieEKJQ Q
—_———
=:8k,i =:fk

Ergibt lineares Gleichungssystem GC = F zur Koeffizientenbestimmung.

Lineare Elemente:
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Stendavdzhehlerabschitzunbe
Standard-Fehlerabschatzungen

Fehler der besten stiickweise linearen Approximation in Vj: ||u — v4, < h*~||ul|,
Lemma (Céa)

Op .
= < — min |lu—
= unlly < 52 min flu = vl

Modellproblem: H = H3(2)
Lineare Elemente: ||u — upll; =< h|lull,

Lemma (Aubin-Nitsche)

l|u — upl

{ s - vhuH) ,

o =l — sup<
H H 3P\ el o

wobei @, Losung von a(w,¢g) = (g, w)y. YweH

Modellproblem: H* = [2(2) > H = HL(R)
Lineare Elemente: ||u — up||, =< h?||ul|,
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B-Splines
Definition
Univariater B-Spline der Ordnung n € N:
bl(X) = X[o,l)(X)7
b"(x) = /01 b" Y (x —t)dt fir n>1

Skalierte Translate zur Knotenfolge hZ:

bg p(x) == b"(x/h—k), keZ,h>0

b! b? v

o—]

o "1 2 o 1} 3

xo—1 zo x0
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Eigenschaften der B-Splines

o Auf h(¢,¢+ 1), £ € Z, Polynome vom Grad < n

b, > 0 mit Tréger suppbj , = h(k + [0, n])

(n — 2)-fach stetig differenzierbar in hZ M suppby ,

Auf h(¢, ¢+ 1) sind n linear unabhingige B-Splines von Null verschieden

Differentiation:

d

- b04() = 1 (b13100) = b ()

> =

@ Rekursionsdarstellung:

a0 = — [(5 — k) B3 00 + (=% + ) byt 4]

e Subdivisionsdarstellung hZ — (h/2)Z:

n —n " n n
bpa(x)=2""3 <€> 2kte,h/2(X)

£=0
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Spline-Funktionen
Indexmenge relevanter B-Splines zum offenen Intervall /:
Ki'y = 1{k € Z: suppbg , N1 # 0}

Spline-Funktion:

f(x):= Z Ckbﬂ,h(X)

keK},
B-Spline-Eigenschaften iibertragen sich auf Spline-Funktionen
Theorem (Marsden-Identitat)

n—1

(=" =S wpa®) beal)  mit wa(t) = I ((k+0Oh—t)

kEZ {=1

Darstellung der Monome x*, 0 < k < n durch (n — 1 — k)-fache Differentiation
nach t und Auswertung bei t = 0. Insbesondere gilt

> bu(x)=1, xeR.

keZ
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Approximation mit Spline-Funktionen

M n .
Duale Funktionen )\k7£7h.

<)‘Z,£,h, bﬂh>0 = Ok.js suppAg ¢p C h(4, £+ 1) C suppby

Standard-Projektion:

n P n n
'Dl,h ui= E <)‘k,£,h» u)o bk,h
kEKD,

Optimale Approximationsordnung: |lu — P, ulle < R ul|,

3 3
5 )‘2,2,1 5 )\2,4,1
b—2,1 b2,1
3
)‘72,0,1
A
-2 -1 0 U1 2V3H4V5
3
I 2,3,1
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Multivariate Splines

Tensorprodukt-Ansatz zur Bildung m-variater B-Splines und dualer Funktionen:

m

bg p(x) = H b h(x) und AR, p(x) == H AP o w(x)
v=1

vty

mit k,/€Zm, xeR™ h>0

167 4llo =< h™/2 und IR o nllo = h=m/2 fiir suppAj . = h(€ +[1/4,3/4]™)

m-variate Spline-Funktion:  f(x) = Z ckby p(x)
keKg ,
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AWSEESHIGES  Gewichtung

Gewichtung

Verwende by , zur FE-Approximation

Problem:

Einhaltung der homogenen
Dirichlet-Randbedingungen

Lésungsansatze:

o Babuska 1973: Lagrange-Multiplikatoren, Penalty-Methode
Randwerte werden nur ndherungsweise eingehalten

o Kantorowitsch, Krylow 1956: Gewichtung der Basisfunktionen b,’(”h — Wb,'(”h

Eigenschaften der Gewichtsfunktion:
@ w(x) =0 fir x € 9Q und w(x) > 0 fiir x € Q
o w(x) = d(x,090)
@ hinreichend glatt
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Konstruktion von Gewichtsfunktionen

o Implizite Darstellung von 9%2:
zB w(x):=1-xF —x3 fir Q:={xeR?:|x]| <1}

o R-Funktionen: r.(w) = —w, ry/n(wi,we) = w +wo £ N

& O

o Geglittete Abstandsfunktion: w(x) =1 — max (0,1 — d(x,9Q) /5
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WEB-Splines Erweiterung

Nachteil der WB-Splines

Verwende wby ,, zur FE-Approximation

Problem:
Instabilitat der Basis

Auswirkung auf Konditionszahl condG und damit Konvergenz iterativer Loser.

condG fiir Modellproblem auf dem Einheitskreis:
1040 T T T T

T T

T T T
| — WB-Splines  — WEB-Splines
1030 - -

1020 -

1010 - -

100 T | e Y 1 | |

1 T Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Erveiterung
Klassifikation der B-Splines / Losungsansatz

. | o o 0 o o o o o
Indexmenge relevanter B-Splines: K , ole|o|eletelelolo|o|e
@ Innere B-Splines: mindestens eine eleloqe|ejelejelelele o
ganze Gitterzelle in suppby , N 2 : ; : : : : : : : : /j :
Indexmenge: /7 , elplo|peleo[e]elealele]e
o AuBere B-Splines: alle anderen : k\:(i;): : : : 0o
relevanten B-Splines elolelelele]s]e]e
Indexmenge: J§ , := K5, \ 1§ 1 o|o|eotetvlol|e
' ’ ’ o e|o 0|00

Lésungsansatze:
e Modifikation des Gitters (Translation, andere Weite h)
@ Weglassen duBerer B-Splines — Verlust der Approximationskraft
@ Verkniipfe innere und duBere B-Splines. Erhalte dabei

> Lokalitat der Trager
> polynomiale Approximationskraft
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Eiwelter g
Erweiterung

Darstellung m-variater Polynome (Marsden-ldentitat):

p(x) = D an(k)bia(x) = D ai(Dbla(x) + Y ap(i)bls(x)

keKg ielg , J€J5
@ Polynom qj liegt durch Vorgabe von n™ Funktionswerten fest.
o Wahle fiir j € Jg , nachstgelegenen Wiirfel von n™ inneren Indizes:

/g’z]’h(j) = €+{07...,n_ 1}!77 C /Sg,h
o Darstellung von g7 (j) mit Hilfe von Lagrange-Polynomen L; ;:
ah() =Y ar(i)Li(i)
ielg ,G)
@ Duale Indexmengen:
Jon(i):={j€Jdan: i€lgpl)}
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WEB-Splines Definition der WEB-Splines

WEB-Splines

Definition (Weighted Extended B-Spline der Ordnung n)

n 5 W(X) n n
Bin(x) = —— 7 | bin(x) + Z e jbjp(x)
w(x;i)h e
jedg (i)
m {,+n—1 .
mit den Erweiterungskoeffizienten e;; := L; ;(j) = H H A
v — [
v=1 =,
WFiy
3[1 .
o | L=t
310 -39 L0]
1 []s 113[3])
B /
[ ™~ L
| )
\ 1]0
03[0
=70
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WEB-Splines I3

Stabilitat
Duale Funktionen: Sei @ eine innere Zelle von suppB[(”h, k € /57,, und
n w(x)h™?
/\k,e,h(X) = WAk,Z,h(X)a

wobei suppAf , ,(x) = h(£+[1/4,3/4]™) C Q. Dann gilt
(N&o.ns Bi'h)o = Oki 1B plle = b~ ‘ [A%.enllo = 1.
Theorem (Stabilitat der WEB-Basis)

ICl = || S aBra)| =h*IC| fir 0<e<n

IE/n’h ‘

Mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten r(C) = C*GC/C*C folgt

max(G)

1<r(C)<h? = condG=
=)= Ain(C)

< h2.
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AWZEESIEEE  Approximationsordnung

Approximationsordnung

WEB-Standard-Projektion:  Pg ju := Z (N ohu)oBy
icly,
Approximation der Funktion v := u/w durch Tensorprodukt-B-Splines.

Theorem (WEB-Approximationsordnung)
Fiir u € H(Q) N HP(Q) gilt

|u—=Pg pul|, = B “lull,, 0<€< k< min(n,p).

Mit Lemmata von Céa / Aubin-Nitsche:

Theorem (Fehler der WEB-N&herungslésung uj, des Modellproblems)
lu— ually 2 A lull,,  €€{0,1} }
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Mehrgitter-Loser

Glattung

Relaxierte Richardson-Iteration
V=(E-wG)C+uwF, w:=|G|},
glattet die Residuumsfunktion r(x) = u(x) — Ziel& . Vi Bf ().

Startfehler 20 lterationen 40 Iterationen

Jedoch schlechte Konvergenz: 2639 Variablen, Abbruch nach 41373 lIterationen
mit |GV — F||/||F|| < 10712

Mehrgitteransatz: Residuumsfunktion auf groberem Gitter gut darstellbar

R=GV—-F=G(V-U)=GW, — GW=R — W=aW,
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(VLTS ICECT  Gittertransfer

Gittertransfer

Subdivision von Tensorprodukt-B-Splines:
blow= D skabf, mit s =270 ")H< )
kezm v=1

WB-Splines: BS, () C B} (), WEB-Splines: BJ, () & B} ()
Prolongation mit Standard-Projektion:

Pg’hi’/ - Pa,h E EZBZQ/‘I == E C,B h = =u

ZEIS’;Q,, ie’n,h
Lemma
C:PE mit Pi.e :M Si_o0 + Z EZ'S' o
O e (T 2 et
JEJ{’M,’(I)

Verwende P* fiir Restriktion B () — B, ..(Q), da P'GP ~ G.
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Az
Statischer Mehrgitteralgorithmus
function W = M,(C, F, h)
V =5%C,F)
R = P'(GV —F) Steuerparameter:

if 2h == hpax
W=G1R a: Anzahl Glattungsschritte

W = Msﬁ(d R’,2h) (B: Anzahl Mehrgitter-Rekursionen

Theorem
Fiir 3 = 2, « hinreichend groB, C, = G=F und W = My(C, F, hyin) gilt

IW—=CGl <ellC= Gl mitoe(0,1).

Die Konvergenzrate ¢ ist unabhangig von h.
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Analytisches Modellproblem

Randwertproblem
—Au=finQ, wu=0aufoQ

mit u = w, (1 — cos(wk, we))

WB-/WEB-Splines mit w = wgwg, wi,,
ne {23,456} h=2""ie{1,....7}

condGuie condGyes
— ke ——k
10%] *///* 1 10
o .—/././. | 10°
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analytischesIModellproblem
Fehler und Konvergenzraten

|u— Uh||z
[lully

[|u— U2h||z

log,

—
o
— N WA N

10 10 10 10 10

~
I
—_
—
S
| 1
(=)}
— N W B )

00 100 10t 100 10 1 2 3 4 5 6
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VNS SEEE  Vergleich der Lésungsverfahren

Vergleich der Losungsverfahren

Randwertproblem: —Au =1 in £,

u =0 auf 0Q

WEB-Splines mit geglatteter Abstandsfunktion,
n=3 h=148-2""iec{1,...,7}, SSOR-PCG %

| Glatter | a [[o(M)firg=1@ | o(M)fir =24 |
Richardson (- -) | 15 0.2532 0.2532
SSOR (—) 5 0.0511 0.0509
Glattungsaufwand/Iterationen tpcg/tmG
10° ‘ ‘ ‘ ‘
N X
Ny . I ,*’
5 ‘“-‘...‘::::”7:’:‘,_,.

*-- K

10

.w’ 4 2

3 4 5

10 10 10
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Retenzialstiimung
Potenzialstromung

Randwertproblem: - Ty —
—Au = 0 in Q, F+:: —r

0 — —

a +vy auf Iy = Q @ —

on —= T J—

Schwache Formulierung:

/gradu-gradv dx :/ Ou vds  YveHI(Q):= {v € HY(Q) : / vdx = 0}
Q o On Q

Verwende EB-Splines, d.h. w =1

&&

0 1 2 3
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Anwendungsbeispiele Lineare Elastizitat

Lineare Elastizitat

Randwertproblem:

_dive = f  inQ, @
u = 0 auf g, F

L
on = g auf Iy
L'y

Schwache Formulierung: Vv € (H,ll:(Q))3 hi=14.27 i€ {1 6}
n € {3,4,5}
/a(u):s(v)dx:/f~vdx—|—/g~vds w(x) =x? +x2 — 4
Q Q r

Rate des Residuums
[[lldive(u) — 0]l

S = N W
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Zusammenfassung

Vorteile des WEB-Verfahrens:
e Keine Vernetzung erforderlich
o Stabilitdt und optimale Approximationsordnung
e Optimale Konvergenz des Mehrgitter-Losers
o Vergleichsweise wenige Koeffizienten, glatte Losungen
o Regulares Gitter ideal fiir Subdivision und Parallelisierung

Ausblick:
e Untersuchung singularer Probleme
o ErschlieBung weiterer Anwendungsfelder
o Subdivisionsverfahren / Parallelisierung
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